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Aufgabe �� �	 Punkte�

�� Berechnen Sie f�ur n 
 �� �� 


If 


Z �

��

�

� � x�
dx

�a� mit der geschlossenen Formel von Newton�Cotes

INC

n
f 


nX
k��

Akf�xk��

�n� � gleichverteilte St�utzstellen xk 
 �� � k �
n
� � � k � n��

�b� mit der Formel von Gau��Legendre f�ur w�x� 
 �

Gnf 


nX
k��

A
�n�
k
f�x

�n�
k
��

�Hinweis� Die St�utzstellen x
�n�
k

und Gewichte A
�n�
k
� � � k � n� �ndet man f�ur

kleine n in vielen Numerik�B�uchern��

�� Geben Sie in allen F�allen eine Fehlerabsch�atzung an �s� Satz 
�� und Satz 
�	� und
vergleichen Sie diese mit den exakten Integrationsfehlern

En 
 jI � INC

n
j bzw� En 
 jI �Gnj�

Aufgabe �� �	 Punkte�
Die Orthogonalpolynome Ln�x� des Gau�schen Integrationsverfahrens f�ur �a� b� 
 �����
und w�x� 
 e�x hei�en Laguerre�Polynome� Bestimmen Sie Lo�x�� L��x� und L��x� mit
dem Verfahren von Schmidt�



Aufgabe �� �	 Punkte�
Bestimmen Sie die St�utzpunkte xi und die Gewichte Ai f�ur die Gau��Laguerrsche�Formel

Z
�

�

e�xf�x�dx � A�f�x�� �A�f�x���

Aufgabe �� �	 Punkte�
Es seien

If 


Z
b

a

f�x� dx�

und A
�n�
k
� x�n�

k
die Gewichte und St�utzstellen der Gau�schen Integrationsformel

Inf 


nX
k��

A
�n�
k
f�x

�n�
k
�

zum Intervall �a� b� und der Gewichtsfunktion w�x� 
 �� Beweisen Sie folgende Richtung
des Satzes von Steklo� und Polya� Falls

�� Inp� Ip gleichm�a�ig f�ur jedes Polynom auf �a� b�� und

�� eine Konstante K existiert derart� da�
P

n

k�� jA
�n�
k
j � K f�ur alle n � N�

dann Inf � If gleichm�a�ig f�ur alle f � C�a� b��
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Sei �� � a � b � ��� �
x� � C�a� b�� �
x� � � f�ur x � 
a� b�� Sei f�ur f� g � C�a� b��


f� g� ��

Z b

a

�
x�f
x�g
x�dx�

kfk �� 
f� f�����

Sei f��� ��� ���g ein Orthogonalsystem�


� �k � Pk� k � N�
�� 
�j� �k� � �jk 
Kronecker Symbol��

F�ur f � C�a� b� werden die FOURIER�Koe�zienten de�niert�

ck �� 
f� �k�� k � N�

Beweisen Sie folgende�

Aufgabe �� 
	 Punkte�
TOEPLER� Sei

U
x� ��
nX

k��

ak�k
x��

Das Integral

F 
U� �� kU � fk� �
Z b

a

�
x�jU
x�� f
x�j�dx

wird durch 
den Abschnitt der FOURIER�Reihe von f
x��

sn
x� ��
nX

k��

ck�k
x��

minimiert� Das Minimum hat den Wert

F 
sn� � ksn � fk� � 
f� f��
nX

k��

c�k



Aufgabe �� 
� Punkte�
Zeigen Sie� dass die Reihe

�X
k��

c�k

konvergiert und die 
BESSELSCHE� Ungleichung erf�ullt�

�X
k��

c�k � kfk�

Aufgabe �� 
� Punkte�
Zeigen Sie� eventuellmit Hilfe des Satzes vonWEIERSTRASS� dass 
die PARSEVALSCHE�
Gleichung� gilt�

�X
k��

c�k � kfk�

Aufgabe �� 
� Punkte�
Benutzen Sie die Methode von Nystr�om und die Gau�schen Integrationsformel

Z
��

��

g
s�ds
�
� g
� 
p

�
� � g
�


p
�
�

um die Integralgleichung von LOVE

f
t� �



�

Z
��

��

f
s�


 � 
s� t��
ds � 
� �
 � t � 


numerisch zu approximieren 
d� h� f in den Punkten

x � � 
p
�

approximieren��
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Die Gau��Hermitesche Formel f�ur n 
 � ist
Z
�

��

e�x
�

f�x� dx � A�f�x�� �A�f�x�� �	�

mit

A� 
 A� 
 �� �������

x� 
 �x� 
 �� ���	��

und p��x� 
 �x� x���x� x�� 
 x� � �

�
�

Aufgabe �� �� Punkte�

	� Approximieren Sie mit der Formel �	� das Integral

Z
�

��

x�e�x
�

dx�

�� Geben Sie eine Absch�atzung f�ur den Fehler mit Hilfe der entsprechenden Fehlerformel
an� �Skript Satz ��� ����

�� Ermitteln Sie den exakten Fehler� Der exakten Wert des Integrals ist �������

Aufgabe ��� �
 Punkte�
Betrachten Sie die Integrationsformel nach Gau�

Z b

a

��x�f�x�dx �
mX
k��

akf�yk� �
nX

k��

�kf�xk�� ���

wobei die Abszissen yk vorab fest vorgeschrieben sind� Die m� �n Konstanten ak� �k und
xk sind so zu bestimmen� dass ��� exakt ist f�ur Polynome mit Grad m��n�	� Betrachten
Sie die Polynome

r�x� 
 �x� y���x� y�� � � � �x� ym��

s�x� 
 �x� x���x� x�� � � � �x� xn��

Beweisen Sie folgenden Satz�
Die Regel ��� ist exakt f�ur alle Polynome mit Grad � m� �n � 	 genau dann� wenn



	� sie ist exakt f�ur alle Polynome mit Grad � m� n � 	�

��
R b
a
��x�r�x�s�x�p�x� dx 
 � f�ur jedes Polynom p�x� vom Grad � n� 	�

Programmieraufgabe ��� Abgabe �������� �	� Punkte�
Benutzen Sie die zusammengesetzte Simpson�Regel mit �m�	 �aquidistanten St�utzpunkten
x�� � � � � x�m mit hm 
 b�a

�m
� f�ur m 
 �k��� 	 � k � 	�� um das Integral

I 


Z
�

��

	

	 � x�
dx 
 �arctan �

zu approximieren� Geben Sie folgendes ab�

	� Eine Au�istung Ihres Programmes�

�� Eine Tabelle des Fehlers Fm 
 I � INC�m
�

�� Einen Graph� z�B� mit gnuplot� von m gegen�uber Fm�h�m�

F�uhren Sie die Berechnungen mit doppelter Genauigkeit �double� aus�
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Aufgabe ��� 
� Punkte�
Sei

A �

�
BB�

	 ��

�
��

�
�

��

�

�

�
i �

� � i

�
� i

�

�	 � � �i

�
CCA �

Benutzen Sie den Satz von Gerschgorin f�ur A und AT � Bestimmen Sie damit die beste
Absch�atzung der Eigenwerte von A�

Aufgabe ��� 
� Punkte�

	� Sei

A �

�
� 	 � �

� � 	
� � 	

�
A �

Zeigen Sie� dass e � 
	� 	� 	�T ein Eigenvektor von A ist� und bestimmen Sie den
zugeh�origen Eigenwert� 
	 Punkt�

�� Berechnen Sie mit Hilfe des charakteristischen Polynoms �
A� die restlichen Eigen�
werte und �vektoren� 
� Punkte�

�� Bestimmen Sie s�amtliche Eigenwerte und �vektoren von A mit


a� Matlab� 
� Punkte�


b� Mathematica� 
� Punkte�

Aufgabe ��� 
� Punkte�
Sei A � xyH� wobei x und y Vektoren aus C n sind� mit x �� � �� y� Zeigen Sie�

	� A besitzt h�ochstens einen von Null verschiedenen Eigenwert �� mit algebraischer
Vielfachheit 	� 
� Punkte�

�� �� � yHx� 
	 Punkt�

�� x ist rechter und y ist linker Eigenvektor zu �� � yHx� 
	 Punkt�



�� Welche geometrische Vielfachheit besitzt der Eigenwert �� � � � 
	 Punkt�

Aufgabe ��� 
� Punkte�

	� A sei eine n� n reelle symmetrische Matrix� L eine normierte linke Dreiecksmatrix�
D eine Diagonalmatrix� und

A � LDLT �

Zeigen Sie� dass die Anzahl der negativen Eigenwerte von A gleich die Anzahl der
negativen Eigenwerte von D ist�

Hinweis� Sylvesterscher Tr�agheitssatz�

�� Sei

A ��

�
	 �
� �

�
�

Berechnen Sie die LDLT Zerlegung von A��I f�ur verschiedene � �Z� und bestimme
dadurch �i �Z� i � 	� �� �� so dass

�� � �� � �� � �� � ��

wobei ��� �� die Eigenwerte von A sind�
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Aufgabe ��� �� Punkte

A sei eine n�n reelle symmetrischeMatrix mit n paarweise unterschiedlichen Eigenwerten�
A� �� A� und A�� A�� � � � werden durch das klassische Jacobi�Verfahren berechnet� wobei
die Bedingung j�kj �

�
�
eingehalten wird� Es ist bekannt �Skript
 das S�Ak
� ��

Zeigen Sie�

	� a�k�ij � � f�ur k �� f�ur 	 � i � j � n�

�� Die Eigenwerte k�onnen so numeriert werden� dass

a
�k�
ii � �i� f�ur k ��� 	 � i � n�

Aufgabe ��� �� Punkte

Berechnen Sie von Hand die Eigenwerte und �vektoren von

A �

�
�


 	 �	
�� � 	
�	 �	 �

�
A

mit dem charakteristischen Polynom�

Aufgabe ��� ���� Punkte


	� F�uhren Sie zu

A �

�
�

	 � �
� � 	
� 	 	

�
A

die ersten beiden klassischen Jacobi�Iterationen aus�

�� Bestimmen Sie anschlie�end 
 paarweise disjunkte Gerschgorin�Kreisscheiben�

Aufgabe ��� �� Punkte

Wieviele Rechenoperationen m�ussen durchgef�uhrt werden� um einen Schritt des Jacobi�
Verfahrens� nach Rutishauser �siehe Skript S� 
�� f�ur eine symmetrische n � n Matrix
durchzuf�uhren �Additionen�Subtraktionen� Divisionen� Multiplikationen und Wurzel zie�
hen
� Beweisen Sie Ihre Aussage�



Programmieraufgabe �	� Abgabe 	�
	�
		 �	� Punkte

Es sei

A �

�
�

	 	 

	 �� 	

 	 


�
A � x��� �

�
�

	
	
	

�
A �

F�uhren Sie� beginnend mit x���� 	�� Schritte der Vektoriteration zur Bestimmung des be�
tragsgr�o�ten Eigenwertes �� von A in Gleitkommaarithmethik durch� Bestimmen Sie dann
einen approximativen Eigenvektor mit Hilfe inverser Vektoriteration�

Diplomarbeiten� Wer in absehbarer Zeit eine Diplomarbeit im numerischen Institut
schreiben m�ochte� melde sich bitte bei Herrn Stypa� Zimmer 		�� zwecks Vorbesprechung�
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Aufgabe ��� ���� Punkte

Es seiA eine n�n obere Hessenberg�Matrix und A � QR�A� � RQ die QR�Transformation
von A� Zeigen Sie� da�

	� die Transformation mit O�n�
 Rechenschritten durchf�uhrbar ist�

�� A� ebenfalls eine obere Hessenberg�Matrix ist�

Aufgabe ��� �� Punkte

Berechnen Sie zu

A �

�
BBBB�

	 	 	 	

	 	 	 	

� 	 	 	

� � 	 	

�
CCCCA

die QR�Transformation A��

Aufgabe ��� �� Punkte


	� Bestimmen Sie per Hand eine L�osung des Anfangwertproblems

y��x
 � �y� � �� y��
 � 	� � � x

�� Geben Sie den maximalen Existenzbereich ��� d
� d � �� der L�osung an�


� Skizzieren Sie die L�osung�

Aufgabe ��� �� Punkte

A sei eine n� n reelle regul�are Matrix�
Zeigen Sie� dass die QR Zerlegung von A � QR eindeutig ist� wobei Q eine orthogonale
Matrix ist und R eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen�
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Aufgabe ��� 
� Punkte�

�
x� � xm �

m��X
k��

�kx
k

erf�ulle

�� �� �� �

�� �k �Z

�� Alle Wurzeln � von � erf�ullen die Bedingung j�j � ��

Zeigen Sie� da� alle Wurzeln von � Einheitswurzeln sind� d�h� f�ur jede Wurzel von � gibt
es ein M � N mit �M � �� 
Dieser Satz wird Kronecker zugewiesen��

Aufgabe ��� 
� Punkte�
In der Vorlesung� und im Skript� wird das ��Schritt Adams�Bashforth Verfahren hergeleitet�
Bestimmen Sie auf �ahnlicher Weise das ��Schritt Adams�Moulton Verfahren�

Aufgabe ��� 
�������� Punkte�
Betrachten Sie das vereinfachte Hase�Luchs System

�x� � x� � x�x� 
��

�x� � �x� � x�x�

oder� kurz�

�x � f
x�� 
��

�� Bestimmen Sie den nicht trivialen Ruhepunkt x����

�� In der N�ahe von x��� kann die Gleichung 
�� linearisiert werden�

�y � F 
x����y 
��

wo x
t� � x��� � y
t� und F 
x� die Jacobi�Matrix zu f
x� ist� Bestimmen Sie die
Gleichung 
���

�� Mit dem Ansatz

y
t� � A
�
sin �t

cos �t

�
�



A �Mat
�� ��R�� bestimmen Sie die L�osung von 
�� mit der Anfangsbedingung�

y
�� � y��� �� 

�

�
��

�

�
�T � 
��

Was ist die Periode dieser L�osung �

�� Abgabe� ���	���			

Implementieren Sie das klassische Runge�Kutta Verfahren ��ter Ordnung und benut�
zen Sie es� um die periodische L�osung der Anfangswertaufgabe

�x � f
x�

x
�� � x��� � y���

zu berechnen� Bestimmen Sie die Periode mit einer Genauigkeit von mindestens �����
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Aufgabe ��� �
 Punkte�
Es werde das durch

�j�� � a��j�� � a��j � h�b�f�xj � �j� � b�f�xj��� �j����

gegebene Prediktor�Verfahren betrachtet�


� Man bestimme a�� b� und b� in Abh�angigkeit von a� so� da� man ein Verfahren min�
destens �� Ordnung erh�alt�

�� F�ur welche a��Werte ist das so gewonnene Verfahren stabil�

�� Welche speziellen Verfahren erh�alt man f�ur a� � � und a� � �
 �


� L�a�t sich a� so w�ahlen� da� man ein stabiles Verfahren �� Ordnung bekommt �

In Aufgaben �� bis �
 betrachte man die Milne Methode �ein lineares Mehrschrittverfah�
ren��

yn�� � yn �
h

�
�fn�� � 
fn�� � fn�� �
�

Aufgabe ��� �� Punkte�
�Uberpr�ufen Sie ob die Milne Methode


� stabil

�� konsistent

ist�

Aufgabe ��� �
 Punkte�
Bestimmen Sie die Ordnung der Milne Methode�

Aufgabe ��� �	 Punkte�
F�ur die Gleichung

y� � Ay

nimmt die Milne Methode die einfachere Form an

yn�� � yn �
hA

�
�yn�� � 
yn�� � yn�� ���

Seien �� und �� die Nullstellen von ��z� � ��




� Zeigen Sie� dass die allgemeine L�osung von ���

yhn � a�����h��
n � a�����h��

n ���

ist� wobei a� und a� beliebige Konstanten sind� und ���h� und ���h� die Nullstellen
des Polynoms

���� � hA���� � �

sind�

�� Bestimmen Sie ��� �� � R� so dass

���h� � ���
 � ��h� �O�h�� �
�

���h� � ���
 � ��h� �O�h�� ���

�� Zeigen Sie� mit Hilfe von �����
� und ���� dass

yhn � a�e
Axn � a���
�

ne��Axn���

mit xn �� nh�
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Aufgabe ��

�� Zeigen Sie� dass die Gau�sche Integrationsformel Gnp �
R
b

a
w	x
p	x
dx f�ur alle

Polynome � P�n�� exakt ist�

�� Warum gibt es keine Formel Gn� die in P�n exakt ist�

Aufgabe ��

F�uhren Sie zwei Jacobi
Iterationen f�ur

A �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A

aus� und bestimmen Sie drei paarweise disjunkte Gerschgorin
Kreisscheiben� die je einen
Eigenwert von A enthalten�

Aufgabe ��

BestimmenSie St�utzstellen x�� x� und GewichteA��A�� so dass die Gau�
Cryer
Bronstering
Quadraturformel

�Z
��

x�f	x
dx � A�f	x�
 �A�f	x�


f�ur f � P� exakt ist�

Aufgabe ��

	a
 Sei x � 	�� �
T � R�� Bestimmen Sie eine Householder Matrix H� so da�

Hx �

�
��

�

�
� mit � � R

	b
 Sei

A � A��� �

�
BB�
�� � �

� � �

� � �

�
CCA



F�uhren Sie einen Schritt des QR
Verfahrens 	mit Hilfe der Householder
 Matrizen

aus�

Aufgabe ��

	a
 Bestimmen Sie eine L�osung des Anfangwertproblems

y�	x
 � � � y�� y	�
 � �

	b
 Geben Sie den maximalen Existenzbereich ��� d
� d � �� der L�osung an�

	c
 Skizzieren Sie die L�osung�

Aufgabe ��

Welche Bedingungen m�ussen a�� a�� b�� b� erf�ullen� damit das lineare Mehrschnittverfahren

a�yi�� � a�yi � h	b�fi�� � b�fi��


die Ordnung � besitzt�

Aufgabe 	�

Entscheiden Sie� ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind� Geben Sie jeweils eine knappe
Begr�undung�

	a
 Die QR
Transformation l�a�t symmetrische Matrizen symmetrisch�

	b
 Sei f � C���� ��� If ��
�R
��

f	x
dx� Inf ��
nP

i��

Aif	xi
 � die Newton
Cotes
Formel zu

n �aquidistanten St�utzstellen in ���� ��� dann Inf
n��
�� If �

	c
 Es sei x � Rn� U � Rn ein Teilraum� dann gibt es genau eine Bestapproximation
u � U zu x�

	d
 Es gibt genau ein explizites Einschrittverfahren �� Ordnung�

Aufgabe 
�

Berechnen Sie zu x	t
 � � � t	� � � t � �� eine Bestapproximation u � Span f�� tg

	a
 in L�	�� �


	b
 in C	�� �




Aufgabe ��

	a
 De�nieren Sie die Begri�e Konsistenz� Stabilit�at und Konvergenz f�ur ein lineares
r
Schrittverfahren 	�� �
�

	b
 Sei � � C eine Nullstelle von �	z
 �
rP

i��

aiz
i mit j�j � �� Zeigen Sie� da� yk � �k eine

L�osung der Di�erenzengleichung
rP

i��

aiyi�k � � ist�

	c
 Zeigen Sie� da� wenn 	�� �
 ein konvergentes Verfahren und �	�
 � � f�ur ein � � C �
dann folgt j�j � ��

Aufgabe ���

Zeigen Sie� dass das Einschrittverfahren zur L�osung von y� � f	x� y
�

yh
i�� � yh

i
� hf	xi �

h

�
� yh

i
�
h

�
f	xi� y

h

i




die Ordnung � hat�

Aufgabe ���

Es sei

A �

�
� �
� �

�
� b �

�
�
�

�
�

Es seien Ax � b� x��� � R� beliebig� und fx�k�g de�niert durch�
� �
� �

�
x�k��� �

�
� ��
� �

�
x�k� � b�

k � �� Zeigen Sie� dass x�k� � x f�ur k ���

Aufgabe ���

Sei A �Mat	n� n�R
� und � � �� Zeigen Sie� dass es eine Vektornorm jj 	 jj
 gibt� so dass

jjAjj
 �� sup
x���

jjAxjj

jjxjj


	 
	A
 � ��
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